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О НЕКОТОРЫХ НАПРАВЛЕНИЯХ ИССЛЕДОВАНИЙ 
В МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЭКОНОМИКЕ 
Л. В. Канторович, П. К. Катышев, А. Я. Кирута, 
В. М. Полтерович 
§ 1. ВВЕДЕНИЕ 
Интенсивное развитие математических методов исследова­
ния плановой экономики началось в Советском Союзе около 
двадцати лет назад [21, 22] (разумеется, оно опиралось так­
же на более ранние советские и зарубежные разработки). Но­
вые методы позволили использовать вычислительную техни­
ку в экономическом анализе и, что, быть может, более важно, 
способствовали формированию концепции оптимального пла­
нирования, ставшей органической частью советской экономи­
ческой науки и оказавшей значительное влияние на практику 
хозяйствования, 
С другой стороны, математические методы, развитие кото­
рых стимулировалось экономическими задачами, существенно 
обогатили прикладную математику, ориентированную ранее 
на решение вопросов естествознания и техники, Новый аппарат 
естественно вписался в общую структуру математической нау­
ки, нередко способствовал лучшему пониманию ее внутренних 
проблем- Сфера его приложений отнюдь не исчерпывается за­
дачами экономического характера; автоматическое регулиро­
вание и математическая биология могут, среди прочих, слу­
жить примерами областей, где он применяется с успехом-
Несмотря на постоянное совершенствование математичс 
ского аппарата экономики, многие экономические явления не 
поддаются моделпрованию.|соррсменцыми средствами. Это де­
лает актуальным дальнейшую разработку ряда математиче­
ских направлений, порожденных экономической проблемати­
кой. i * 
При изучении микроэкономических моделей используется 
разнообразный математический инструментарий (теория 
экстремальных задач, случайные процессы, качественная тео­
рия дифференциальных уравнений, дифференциальная тополо­
гия и т. д.). Особенно широко применяется выпуклый анализ. 
За последние годы здесь получен ряд новых результатов, при-
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ведших к созданию общей теории субдифференцирования не­
линейных операторов. Систематическому изложению этой тео­
рии и некоторым ее приложениям посвящена статья А- Г- Кус-
раева и С. С. Кутателадзе, помещаемая в настоящем сборнике 
Значительная часть математико-экономических исследова­
ний группируется вокруг двух фундаментальных тем: эконо­
мическая динамика и экономическое равновесие. 
Типичная модель экономической динамики (функциониру­
ющая в дискретном времени) задается так называемым техно­
логическим отображением, сопоставляющим каждому состоя­
нию ЭКОНОМИКИ в момент t некоторое подмножество ее состоя­
ний в момент г*-И. Итерируя технологическое отображение, 
получаем совокупность допустимых траекторий развития. Сре­
ди них тем или иным способом выделяются оптимальные тра­
ектории, исследование которых при экономически осмысленных 
предположениях и составляет предмет экономической динами­
ки. Один из типичных и практически важных результатов 
устанавливает возможность приближенной замены статиче­
ской задачи планирования гораздо более простой динамической 
задачей. Поток работ по данной проблематике систематизиро­
ван в статье A. М. Рубинова, публикуемой в настоящем томе. 
Теория экономического равновесия первоначально пред­
назначалась для объяснения процессов совершенной конкурен­
ции. Однако впоследствии была осознана важность равновес­
ного подхода для теории оптимального планирования (по 
этому поводу см., например, [13, 28, 33]). 
Типичная модель равновесия включает множество участни­
ков (возможно, бесконечное); поведение каждого из них опи­
сывается некоторой экстремальной задачей, зависящей как от 
параметра от вектора цен, единого для всей системы. В состоя­
нии равновесия цены должны быть выбраны так, чтобы наш­
лись решения экстремальных задач (векторы спроса — пред­
ложения), удовлетворяющие условию сбалансированности. 
Проблема существования равновесия, казалось бы, хорошо раз­
работанная, в недавнее время вновь привлекла внимание спе­
циалистов. Было обнаружено, что традиционные усло­
вия ненасыщаемости, полноты и 'транзитивности предпочте­
ний участников можно отбросить. Разнообразие моделей сде­
лало актуальным унификацию и обобщение многочисленных 
теорем существования. В настоящем сборнике публикуется 
статья В. Л. Макарова, содержащая обзор результатов, полу­
ченных в этом направлении. Здесь же затронут вопрос об 
оптимальности равновесия. 
В статье В. М. Полтеровича и В. A. Спивака излагаются 
факты, касающиеся структуры множества равновесных состоя­
ний, реакции равновесных систем на возмущения параметров, 
устойчивости равновесия (в разных смыслах). Из многих ре­
зультатов по этим проблемам авторы отобрали лишь те, кото-
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рые связаны с условием валовой заменимости (неубывание 
спроса на i'-ый продукт по цене /-го при г'=#•/). Недавно была 
предложена более общая формулировка этого довольно огра­
ничительного, но традиционного для математической эконо­
мики предположения. Рассматриваемые в статье методы 
позволяют детально исследовать важный класс равновесных 
моделей, включающий линейные модели обмена. 
В потоке математико-экоиомических работ, не охваченных 
четырьмя публикуемыми ниже обзорами, хотелось бы выде­
лить три направления, развитие которых представляется осо­
бенно важным. Первое из них — теория полезности — закла­
дывает фундамент матсматико-экономических построений. 
С его развитием в значительной степени связаны надежды на 
преодоление информационных трудностей, нередко возникаю­
щих при попытках практического применения результатов мо­
делирования. 
Второе направление —- вероятностные микроэкономические 
модели — переживает период бурного развития. Использова­
ние теоретико-вероятностных методов явилось одним из важ­
нейших факторов, определявших прогресс математической эко­
номики в истекшее десятилетие. 
Третье направление, возникшее менее десяти лет назад, 
касается глубинных оснований математической микроэкономи­
ки и уже привело к существенному обогащению ее проблема­
тики. Речь идет о теории функционирования экономических 
систем, ие предполагающей абсолютной гибкости цен. Такие 
понятия как дефицит, схема рационирования, эффективный 
спрос стали предметом точного анализа в рамках нового под­
хода. 
Объем настоящей статьи не позволяет подробно остано­
виться на результатах, полученных в указанных трех направ­
лениях. Ниже будет упомянута лишь небольшая часть публи­
каций и даны лишь очень краткие комментарии. 
§ 2 . ВЫБОР, ПРЕДПОЧТЕНИЕ, ПОЛЕЗНОСТЬ 
Теория полезности — это теория численных представлений 
(включая оценивание и измерение) мотивов, нелеп, или побу­
дительных причин, определяющих выбор среди возможных 
альтернатив. 
Общее дескриптивное представление о выборе решений да­
ет понятие пространства выбора (см. [62, 73]): это тройка 
(X, ._#, С), и которой X— множество всех альтернатив, $ — се­
мейство подмножеств X, описывающее различные возможные 
ограничения на выбор (например, в теории потребительского 
спроса US — это семейство бюджетных множеств, соответству­
ющих различным ценам и доходам), а С---функция выбора, 
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ставящая в соответствие любому В^Ш его подмножество 
Cf.fi) £.8. 
Веществеинозначная функция и : X-+R называется функ­
цией полезности для функции выбора С, если для каждого 
ВШ 
C(5)-{xe/9|n(xHmaxK(y)}. (1) 
Функции выбора, обладающие представлениями вида (1), 
М. Рихтер [73] называет полезностно-рациональными. JaKOe 
понятие рациональности составляет основу классической тео­
рии потребительского спроса, возникновение и развитие кото­
рой связано с именами Дж. Антонелли, В. Парето, Р. Аллена, 
Дж. Хикса, Хоутеккера, Е. Слуцкого, П. Самуэльсона и кото­
рая выросла теперь в весьма общую и разностороннюю аксио­
матическую теорию выбора (см.сборник [69]). 
Отношение предпочтения — это бинарное отношение на 
множестве альтернатив X, описывающее выбор при попар­
ном сравнении альтернатив. 
Символом с- обозначаем отношение строгого предпочтения: 
если хЬ-у, х, увХ, то хфу, и из пары [х, у) выбирается эле­
мент х. Символом Ь обозначается отношение нестрогого пред­
почтения; оно предполагается, обычно, рефлексивным, и соот­
ношение хЬу означает, что из пары (х, у) либо выбирается 
альтернатива х, либо выбор произволен. 
С любым пространством выбора можно связать выявленное 
отношение предпочтения fe0 на X, полагая хЬоу^х^С(В) и 
t/6-З для некоторого BQ3S. Функция С {В) называется рацио­
нальной, если для каждого В&д множество С (В) состоит из 
всех наилучших в смысле Ь-0 элементов В, т. е. 
С{В) = {хеВ\хЬ0у для всех уеВ}. 
Функция С называется регулярно рациональной 173), если 
на X существует такое совершенное упорядочение fe (т. е. 
транзитивное, рефлексивное и полное бинарное отношение), что 
для каждого В&д множество С (В), состоит из всех наилуч­
ших в смысле предпочтения Ь элементов В (ясно, что fe()cb, 
но обратного включения может и не быть). 
Очевидно, что регулярная рациональность С необходима для 
существования представления (1). Гурвич и Рихтер (см. [73]) 
показали, что если в качестве области значений функции полез­
ности вместо поля вещественных чисел взять некоторое его не­
стандартное расширение (поле гипервещественных чисел), то 
регулярная рациональность достаточна для существования 
представления (1). Если же ограничиться обычными вещест-
венноэначными функциями полезности, то для существования 
представления (1) необходимо и достаточно, чтобы функция С 
была регулярно рациональной, а выявленное предпочтение Ь0 
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удовлетворяло бы некоторому условию порядковой сепарабель­
ности (см. 1[24], стр. 35, определение 2.2.2). 
Существуют различные варианты систем аксиом, обеспечи­
вающих рациональность, регулярную рациональность и класси­
ческую рациональность функций выбора при различных пред­
положениях о строении области X и семейства ограничений на 
выбор <% (см., например, [1, 29, 69, 73]). Мы ограничимся здесь 
формулировкой двух теоретико-множественных аксиом, первая 
из которых была рассмотрена Миркиным [29] (ее можно на­
звать «аксиомой бинарности»), а вторая была введена Рихте­
ром [72] под названием «аксиомы конгруэнции». 
А1. ЕСЛИ B&S3, {Bn}<z*B и В^.\\пВа, то П аС(Ва)сС{В). 
А2. Если В , , - . . , B„GS3 и С(5
г
)П В^хФ 0 при l < t < n — 1, 
то By[\C{Bn)<zC{Bx). 
Т е о р е м а , (а) Для рациональности функции выбора С 
необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла аксиоме А1. 
(б) Предположим, что семейство £% обладает следующим 
свойством: для любых х, уЧХ найдется такое BG33, что х,уВВ и 
{х, y)ViC(B) Ф0. Тогда для регулярной рациональности функ­
ции выбора С необходимо и достаточно, чтобы С удовлетворя­
ла аксиомам A1 и A2. 
Первое утверждение ЭТОЙ теоремы установлено в [29], а 
второе является незначительной модификацией теоремы 5.1 из 
работы Смита [77]. 
При менее общих предположениях можно было бы восполь­
зоваться более простыми и интуитивно более оправданными 
аксиомами (см., например, [1, 29]). 
Нерациональность выбора может быть интерпретирована 
просто как неопределенность предпочтения: мы сформулируем 
здесь один результат, поясняющий это утверждение. Предполо­
жим, что множество альтернатив X конечно и обозначим через 
L множество всех линейных упорядочений на X, т. е. транзитив­
ных, полных и антисимметричных бинарных отношений (хЬ=у 
или уУх для любых х,увХ и (хЬ у, уЬ)-*-х = у. Для любого 
распределения вероятностей Р на L и любых ВС<$, хСВ положим 
р(х |.5)==P{fceL| хЬу для всех IJQB}, 
и определим функцию выбора М(>, Р), полагая для В$М 
М(В, P ) — { x 6 5 | p ( x | 5 ) = m a x p ( ( / | . S ) . 
Множество М(В,Р) состоит из тех элементов В, которые с наи­
большей вероятностью являются наилучшими в В. 
Т е о р е м а [25]. Пусть (X, &&, С) —пространство выбора, в 
котором множество X конечно и С(В)=^=0 для любого непусто­
го ВШ. Тогда на L существует такое распределение вероят­
ностей Р, что С (В) =М(В,Р) для всех ВШ. 
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Во многих работах задача о численном представлении пред­
почтений не связывается с рассмотрением функций выбора. 
Пусть Ь~ — строгое предпочтение на X; соответствующее от­
ношение безразличия •--- задается условием 
х ~ у-^-хЪу и уЬх, 
а отношение равноценности альтернатив .» определяется так: 
х^у *+ для VzQX (z~x++z~y). 
Функцией полезности для отношения предпочтения <~ называет­
ся такая вещественная функция и на X, что 
х$-у~+и(х)>и{у), (2) 
х^у^и{х) = и{у). (3) 
Представление (2), (3) для отношения с~ существует тогда и 
только тогда, когда отношение h ациклично Xi^~ . • -<~ х
п
~*-
-+х
х
фх
п
 при любом uSs2), а пространство предпочтения (X, -~) 
обладает некоторым свойством порядковой сепаР
а 0
'
е л Ь Н 0 С Т И 
({24], гл. 1, теорема 2.2.4). Условия (2) и (3) влекут за собой 
условие 
xi-y++ti(x)>u(y) (4) 
тогда и только тогда, когда с-; — слабое упорядочение, т. е. 
тогда и только тогда, когда оба отношения е- и ----- транзи-
тивны. 
Условие (4) — это классическое определение функции по­
лезности, которое, с общей точки зрения, впервые было иссле­
довано, по-видимому, Парето и Фришем, хотя понятие функции 
полезности восходит, по крайней мере, к Бернулли и использо­
валось экономистами в 19 веке. 
В случае, когда отношение безразличия - - нетранзнтмвно, 
наряду с односторонним представлением (2) рассматривают 
также представление 
xhy++a(x)>a(y)±o{y), (5) 
где а —неотрицательная функция, указывающая порог чувст­
вительности при сравнении альтернатив 
х~у<-*— о{х)<и{х)—и{у)<а{у). (6) 
В случае, когда множество X не более чем счетно, для 
существования представления (5) необходимо и достаточно, 
чтобы с- было интервальным упорядочением (х-Зу и г-Чта-н-
s-x-^w или г-Чу, (см. [39], §24)); в общем случае к послед­
нему условию надо добавить некоторое условие порядковой 
сепарабельности пространства (X, с-) (см. [24], гл. I, 2.2.6). 
Теория классических представлений (4) и их более слабых 
вариантов (2), (2) — (3), (5) является наиболее разработанной 
и во многих отношениях наиболее интересной. Ей посвящены 
два подробных обзора Вилкаса [11, 12], книга [39] и, отчасти, 
книги [24, 27, 30, 35], а кроме того, основополагающие статьи 
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по этой тематике, опубликованные за рубежом, обычно перево­
дятся па русский язык (см., например, сборник [37]). Поэтому 
мы ограничимся здесь отдельными замечаниями о некоторых 
направлениях этой теории. 
Прежде всего, необходимо отметить концепцию ожидаемой 
полезности фон Неймана—Моргенштерна [30] и Сэвиджа [75] 
(см. [39], гл. 8—14). Для представлений вида (4) и (2) — (3) 
ее развитие, в основном, было закончено в конце 60-х — первой 
половине 70-х годов в работах Фишберна (см. библиографию в 
его обзоре [55]). 
Интересный круг работ связан с изучением представлений 
вогнутых отношений предпочтения на выпуклых подмножествах 
A'CR" ('- на X называется вогнутым, если xhy, z с- у -> ал" -•[-
+ (1 — a)z i~ у для всех аб|0, Ц) с помошыо вогнутых функций 
полезности на X. Критерии существования таких представлений 
были установлены де Фннетти (1949), Фенхелем (1956) и Ру­
бинштейном [36]. Дебре [47] показал, что если )> обладает 
представлением (4) с вогнутой функцией и, то среди всех во­
гнутых функций, удовлетворяющих условию (4) для этого от­
ношения предпочтения, существует единственная с точностью 
до положительного линейного преобразования наименее вогну­
тая функция (функция и называется не более вогнутой, чем v, 
если на образе и в R1 существует такая вогнутая функция w, 
что v = w п и). 
Большое количество работ разных авторов посвящено во­
просу о представлении отношения предпочтения на множестве 
л 
альтернатив Xcll Xt с помощью функции полезности, которая 
явным образом выражается через функции ut{xi), зависящие 
только от компонент xjgXj. Начало было положено знаменитой 
теорией аддитивности Дебре, впоследствии развивавшейся 
многими авторами (см. [39], гл. 5 и И). В частности, Тангян [38J 
показал, что в предположениях Дебре отношение предпочтем-
п 
с~ на X-~liX,, / г>3 , можно восстановить однозначно, ее/.. 
г .„I 
для каждой пары индексов i, j указана кривая безразличия 
в XiXXj, а для одной из пар задано поведение кривых без­
различия в окрестности некоторой из них. Кини [64, 65, 37] 
построил теорию мультипликативных представлений функции. 
полезности. 
Предположение о транзитивности даже одного только отно­
шения безразличия —- не соответствует экспериментальным 
данным о поведении людей. На самом деле, во многих экспери­
ментах по попарному сравнению альтернатив нетранзитивными 
оказываются оба отношения )> и -~; более того, отношение >-
может иметь циклы [68]. Такое отношение нельзя задать с 
Э 
помощью обычной функции полезности. Но, очевидно, всегда 
найдется функция v на XXX, удовлетворяющая условию 
x^y^v(x,y)>0. (7) 
Тверски [79] предложил представление вида (7) для объяс­
нения нетранзитивности предпочтений в экспериментах по мно­
гокритериальному сравнению альтернатив. Шейфер [76] при­
менил (7) для построения теории потребительского спроса при 
нетраизитивном предпочтении. Е. Б. Яновская [40, 41, 24] ис­
пользовала кососимметричную функцию v(x, у) =—v(y, x) 
для построения общей теории принятия решений при нетранзи-
тивности предпочтений, когда существование максимальных 
элементов не гарантировано даже для конечного множества 
альтернатив. В качестве ^--оптимальных решений на 5 s X 
берутся вероятностные меры, являющиеся оптимальными страте­
гиями в симметричной антагонистической игре Гв = (В, В, v> 
(при этом используются известные результаты о существовании 
решения в таких играх). В ;[23] ЭТОТ подход использован для 
построения вероятностных функций группового выбора, удов­
летворяющих всем надлежащим образом переформулирован­
ным аксиомам Эрроу. 
Построению теории представлений вида (7), обобщающей 
традиционную теорию полезности, и ее применениям в теории 
игр посвящена большая часть книги [24]. В [24] теория ожи­
даемой полезности фон Неймана — Моргенштерна распростра­
нена на нетранзитивные предпочтения; показано, что при ес­
тественных условиях функция «ожидаемой сравнительной полез­
ности» v единственна с точностью до умножения на 
положительную константу. 
В заключение укажем на увеличивающийся поток работ, 
посвященных нечетким, или размытым отношениям предпоч­
тения (см., например, [37, 48]), но это самостоятельная тео­
рия, о которой надо было бы писать отдельно. 
§ 3 . ВЕРОЯТНОСТНЫЕ МОДЕЛИ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
экономики 
Методы теории вероятностей давно используются в эконо­
мике (например, в математической теории страхования), но 
до недавнего времени область их применения была довольно 
узка. Однако в течение последнего десятилетия наметилась 
тенденция широкого проникновения этих методов в традици­
онную сферу детерминистского микроанализа (подробнее об 
этом см., например, [5]). 
Введение фактора неопределенности, с одной стороны, 
потребовало пересмотра уже сложившихся концепций, а с дру­
гой— привело к возникновению новых проблем. Были по­
строены и изучены стохастические варианты основных моде­
лей математической экономики и предложены задачи со спе-
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пифически вероятностной структурой, и, у которых, по 
существу, нет детерминированных аналогов. 
Рассмотрим стохастическую модель экономической дина­
мики. Пусть задан случайный процесс {s,}, t= ..., — 1 , О, 
1 , . . . , описывающий экзогенные случайные факторы, от кото­
рых зависят параметры экономики. Обозначим через s ! = 
= ( . . . , s-i, So, . . . , s() «историю» процесса до момента I 
включительно. В известной детерминированной модели Гейла 
для каждого t=\, 2, . . . считается заданным технологическое 
множество Qt, состоящее из пар {х, у) неотрицательных 
n-мерных векторов (х— затраты в момент t—1, а у—выпуск, 
получаемый в момент t). В стохастической модели затраты 
и выпуск являются случайными функциями, зависящими «не-
упреждающим» образом от процесса {s,}, т. е. х = x(s'-1), у = 
= y(s'). Технологическое множество Q, — это некоторое за­
данное подмножество в пространстве всех таких функции 
(л:(s'-'), y(s')). Последовательность %={xt, r/,}0T (T<oo) на­
зывается планом на отрезке времени от 0 до Т, если 1) (х,, 
#i.n)6Q(+i, 0<t<T, и 2) yt>xt, 0<t<T; вектор (/0 = £/o(s°) на­
зывается начальным вектором плана | . Первое условие озна­
чает технологическую допустимость производственного процес­
са {х
и
 у1+\), а второе — что затраты, совершаемые в любой 
момент времени, не должны превышать выпуска, полученно­
го на предыдущем этапе. Кроме этого, на множестве Q( задан 
функционал Ft (если г= (х, t/)GQ,, то Ft(z) интерпретируется 
как величина полезности, приносимой процессом z). Пусть 
~<оо и фиксирован вектор у0. План, максимизирующий сум­
му Fi (2i) + • •. -bFr(--r) на множестве всех планов длины Т 
с начальным вектором у0, называется оптимальным. Бесконеч­
ный план h,= ix,, //,}0°° называется (сильно) оптимальным, если 
для любого плана !={x ( , г/До™ с тем же начальным вектором 
существует N0 (зависящее от | ) такое, что при всех N>N0 
выполнено неравенство 
2 Fi(zt)>Hi Ft(zt)' Zt^iXt-v У(), •*.=-(.«,_„ yt). 
i i 
В рамках этой модели рассматриваются вопросы сущест­
вования конечных и бесконечных оптимальных планов и их 
асимптотического поведения (магистральные теоремы). Раз­
личные варианты стохастической модели Гейла изучались 
многими авторами (см., например, [14, 70, 3, 15]). Наиболее 
полные результаты получены для так называемой стационар­
ной модели, т. е. в предположении, что случайный процесс 
{s,}, технология Qi и полезность F, меняются во времени стацио­
нарным образом [16, 70, 53]. В этом случае удается доказать 
существование бесконечного стационарного плана, который по 
отношению к оптимальным планам играет роль магистрали: 
И 
любой бесконечный оптимальный план неограниченно прибли­
жается к нему с течением времени, а конечные оптимальные 
планы существенно отклоняются от него лишь в начале и в 
конце интервала планирования. Как и в детерминированном 
случае основным инструментом исследования являются сти­
мулирующие цены, но поскольку теперь затраты и выпуск 
рассматриваются как элементы пространства существенно 
ограниченных функций, то непосредственное применение тео­
ремы Куна—Таккера дает существование таких цен в виде 
линейного функционала над этим пространством. Поэтому 
возникает дополнительная задача доказать существование 
стимулирующих иен интегрального типа, т. е. таких интегри­
руемых неотрицательных вектор-функций pt=pt(s'), что стои­
мость набора продуктов xt = xt(s') есть Eptxu где Е — символ 
математического ожидания по распределению процесса {sj. 
Подробное изложение результатов, касающихся стационар ной 
модели Гейла, содержится в книге [2]. 
Особенностью стохастического варианта модели фон Ней­
мана является предположение о том, что технологические мно­
жества Qt являются конусами, тем самым допускается неогра­
ниченный эндогенный рост экономики. Последовательность 
функций {х
г
)0т, Т<оо, называется траекторией, если (хи. 
xj+i)6Q(+i, 0<t<T. Траектория {xt}QT называется эффективной, 
если существуют такие цены pt = pt(st)>0, что ptxt>0 и для 
любой траектории {х/}0Т, имеем: £(i-,'/Ti / |s'~1)<l, где r\t' = 
= ptxt'lpt-ix',-u r\t=PiXilPi-iXi-\. Величины г\, и i i / характери­
зуют темп роста продукции (измеренный в ценах {р,}0т) на 
траекториях {xt}QT и {х/)вг. Таким образом, отношение темпа 
роста вдоль любой траектории к темпу роста вдоль эффек­
тивной в среднем не превосходит единицу. 
В определении эффективной траектории не ставится в яв­
ном виде какая-либо экстремальная задача. Тем не менее-
справедлив следующий результат: среди всех траекторий фик­
сированной длины Г и с фиксированным начальным состоя­
нием х0 существуют такие, которые максимизируют функцио­
нал £1n|xr| и каждая из них является эффективной. Сущест­
вование бесконечных эффективных траекторий устанавливается 
предельным переходом от конечного случая. 
Доказывается, что бесконечная эффективная траектория {-x./}|"f 
обладает свойством слабой оптимальности, т. е. для любой 
другой траектории {х/.}™ lim •-—-.<
е т
 иными словами, {xt}0' не 
может быть «бесконечно хуже» любой другой траектории. 
В стационарной модели обобщается понятие неймановского 
луча с помощью введения определения сбалансированной тра­
ектории, которая соответствует развитию со стационарным 
темпом и стационарными пропорциями. Устанавливается су-
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шествование сбалансированной эффективной траектории, темп 
роста которой в некотором смысле максимален и которая сти­
мулируется стационарными ценами-
Изложенные выше результаты содержатся в [18, 17]. Иной 
подход к построению стохастической модели фон Неймана 
(основанный на использовании марковских стратегий) был 
предложен ранее в работе Радиера [71]. Там же содержится 
важная идея о том, что стохастическим аналогом нейманов­
ского луча является сбалансированная траектория, на которой 
достигается максимум математического ожидания логарифма 
темпа роста- Однако подход [71] не позволил получить су­
ществование стимулирующих цен. 
Многие модели экономической динамики можно описывать 
с помощью следующей задачи оптимального управления. 
т - 1 
.-•--о 
y,,i = fl+l{s'^, yt, ut), t - = 0 , 1 , . . . , (8) 
uteUt{s'), g<(s<, у,, « , )<o. 
Здесь {s,} — случайный процесс, у, — вектор, характеризую­
щий состояние системы в момент /, n, — управление, f, ф', 
g'— заданные функции, (7, (s') — множество допустимых 
управлений, yo(s°) — фиксированное начальное состояние. Для 
этой задачи доказывается стохастический принцип максимума, 
аналогичный принципу максимума Поитрягииа в детерминиро­
ванной теории оптимального управления. Возникающие при 
этом сопряженные переменные можно трактовать как цены, 
стимулирующие оптимальный план. При некоторых допол"'* 
тельных ограничениях удается установить существование так 
зывасмых марковских оптимальных управлений, имеющих i 
ut — u,(sh t/t), т. е. зависящих только от текущих состояний •_ 
стемы. Благодаря возможности описания некоторых вариантов 
стохастической модели Гейла в виде (8), удается доказать 
существование стимулирующих цен, имеющих марковскую 
структуру-
Вывод принципа максимума для задачи типа (8), доказа­
тельство достаточности марковских управлений и применеиис 
к задачам математической экономики были сделаны Арки-
иым и Кречетовым, результаты изложены в работах [4, 2]. Об­
щие задачи выпуклого стохастического программирования, 
примыкающие к (8), рассматривались в [74]. Отметим также, 
что задача (8) позволяет строить модель распределения ре­
сурсов между факторами производства, находить в ней опти­
мальное управление, ввести понятие стохастического норма­
тива эффективности [26]. 
В вероятностных обобщениях моделей экономического рав­
новесия в последние годы выявились два направления. Пер-
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вое получило название теории кратковременного равновесия. 
Основное ее отличие от классической модели Эрроу—Дебре 
состоит в предположении о «стохастическом» характере пове­
дения участников экономики. А именно, считается, что каж­
дый индивидуум имеет субъективный вероятностный прогноз 
будущих состояний экономики и поэтому оптимальный план 
действий в каждый момент времени он выбирает как на осно­
ве текущего положения, так и с учетом своей оценки буду­
щего. ДЛЯ доказательства существования равновесия, кроме 
стандартных требований непрерывности и выпуклости, необ­
ходимы условия согласованности индивидуальных прогнозов. 
Модель кратковременного равновесия допускает введение 
экзогенных случайных факторов, что позволяет изучать эко­
номический рост. Основной вопрос, возникающий при этом, 
состоит в нахождении условий, обеспечивающих устойчивость 
процесса в каком-либо смысле (например, стационарность, 
эргодичность). По этой тематике имеется обширная литерату­
ра, укажем лишь на [78, 58, 57, 59, 46]. В моделях такого ро­
да важное значение приобретает та информация, на основе 
которой индивидуумы строят свои планы. Имеются примеры 
отсутствия равновесия в случае разной информированности 
участников (см., например, [60]). 
Другой подход к стохастическому равновесию ближе к 
классической детерминированной теории (см., например, [52, 
54]). Изложим кратко модель работы [54], основой для кото­
рой послужила работа [32]. Как и раньше, считается задан­
ным случайный процесс {st), от которого зависят параметры 
экономики. Сфера производства характеризуется технологиче­
скими множествами Qt, а сфера потребления описывается с 
помощью многозначных отображений Ct(p), ставящих в со­
ответствие каждой неотрицательной интегрируемой вектор-
функцни p=p{s') множество неотрицательных вектор-функций 
c = c(s'). Элементы множества С. (p) интерпретируются как 
наиболее предпочтительные наборы продуктов, если в момент 
t действуют цены pt. При заданной системе цен {pt)oT опти­
мальным планом производства {х
и
 yt}0T является тот, для 
которого при всех t>l выполняется неравенство E(ptyt— 
—pl-lx,-i)>E(pty—pt-lx) для любого (x, J/)6Q,; иными сло­
вами, оптимальный план максимизирует в каждый момент вре­
мени среднюю прибыль, вычисленную в ценах {p(}or. Оптималь­
ный план потребления по отношению к ценам ipt}.oT — это по­
следовательность функций {с,}-5', для которых с,бС,(р(), ^ = 0, 
1, . . . . Равновесной траекторий на отрезке Т<оо называется по­
следовательность {р
и
 Xt, yit ct}oT, состоящая из оптимальных пла­
нов производства н потребления относительно {pJoT и такая, 
что c,<yt—xh pt(y,—xt—с,) =0 , t>0. В работах [54, 19] до­
казывается существование равновесных траекторий на любом 
конечном отрезке времени и изучается их асимптотическое 
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поведение (магистральные свойства, устойчивость к измене­
нию горизонта планирования). 
Известны несколько вероятностных моделей, основанных 
на схеме межотраслевого баланса- Кратко опишем одну из 
них, следуя работе [31]. В ней ставится задача максимизиро­
вать конечный выпуск в заданных пропорциях с учетом меж­
отраслевого баланса и ограничений на валовые выпуски, при 
этом мощности отраслей (т. е. предельно возможные валовые 
выпуски) считаются случайными. При помощи методов пре­
дельных теорем теории вероятностей, удается найти распреде­
ление максимального значения критерия, когда число отрас­
лей велико. В этой же модели возникает интересная задача о 
распределении капиталовложений в отрасли, причем в опти­
мальном решении часть вкладываемых ресурсов можно интер­
претировать как средства, направляемые на повышение ста­
бильности системы-
Модель производства, включающая научно-технический 
прогресс [6], является примером задачи, не имеющей, по су­
ществу, детерминированного аналога. В этой модели решается 
проблема об оптимальном распределении ресурсов между 
блоком производства и блоком науки. При этом считается, 
что научные открытия происходят в случайные моменты вре­
мени и влияют на производство, а вложение дополнительных 
средств в науку повышает вероятность возникновения откры­
тия. 
§ 4. РАВНОВЕСИЕ ПРИ НЕГИБКИХ ЦЕНАХ 
Классические модели равновесия и, в частности, оптимиза­
ционные модели, явно или неявно предполагают возможность 
выбора любых неотрицательных цен на производственные ре­
сурсы. В реальной действительности это допущение не выпол­
няется, поэтому для балансировки спроса и предложения ис­
пользуются не только цены, но и ограничения на производи­
мые и потребляемые блага. Естественно поставить вопрос о 
принципах, в соответствии с которыми назначаются (или 
ДОЛЖНЫ назначаться) натуральные ограничения. Сложность 
проблемы состоит в необходимости компромисса между стрем­
лением к оптимальному распределению ресурсов и желанием 
сохранить элементы информационной децентрализации, ха­
рактерной для равновесных моделей. 
Серьезное математико-экономическое исследование пробле­
мы началось в семидесятых годах, хотя в экономических ра­
ботах она затрагивалась и ранее. Одна из первых публикаций 
принадлежит Э. М. Браверману [7]. Рассматривая модель, 
близкую к нелинейному межотраслевому балансу (каждый 
участник производит только один товар), Э. М. Браверман 
использовал следующие два фундаментальных принципа. 
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I. Объемы благ, предлагаемых и спрашиваемых участником, 
можно ограничивать сверху, но не снизу. 
II. Ни для одного из ресурсов нельзя устанавливать огра­
ничения и на объемы спроса, и на объемы предложения (хо­
тя бы и для разных участников). 
Первый принцип устанавливает допустимые формы вмеша­
тельства во «внутренние дела» экономических агентов. Вто­
рой— обеспечивает при естественных условиях возможность 
выделить подмножество дефицитных ресурсов и гарантирует, 
что распределение благ не окажется «слишком плохим» (см. 
ниже). 
Оба принципа были явным образом (и независимо от [7]) 
сформулированы в [44] (см. также [80, 50]). 
B [50] рассматривается следующая ситуация. Пусть каждый 
из пь участников характеризуется тройкой (Xk, bk, wk), где 
Х,
с
 — множество векторов благ, априори доступных для участ­
ника, k, X/—R", fcft — рефлексивное, транзитивное, полное от­
ношение предпочтения на Х
кл
 wk — начальный вектор ресурсов, 
.6 = 1,2, . ..,т. Введем обозначения 
P = {p={pt)eRS\p> p>j}, 
уk(p, Llnек)={хеХк|р{х — wk)<0, Lh>x — wk>ek). 
Здесь Я —множество допустимых цен; p = {pi), p = {Pi) — n-мер-
ные векторы, координаты которых —неотрицательные числа 
или + оо. Первый продукт принят как масштаб ценности 
(деньги), так что р1=р1^=\, Последовательность пар я-мерных 
векторов {£/,, ek}\m будем называть схемой рационирования. 
Следуя ]50|, назовем равновесием при негибких ценах набор 
векторов потребления {x/,)im, вектор цен pQP и схему рацио­
нирования {Lk, i?/.}-"2, удовлетворяющие следующим условиям. 
(a) xk=(Xki) — максимальный элемент для предпочтения feft 
в a Yft(p. L*.e*). 
(b) 2(Л"* — 'а'*)-=0-
к 
(c) Lk>0>ek, Lk = (Lkl), ek = (eki), Lftl = + co, еА1 = — oo vk. 
(d) He существует ресурса i и участников k, г таких, что 
xkl — wki = Lkh xri — wrl = eri. 
(е) Если Pi>pt, то Lftj•= + оо Yk; если p/<pi, то eki = 
= — oo Vk. 
Т е о р е м а [50]. Предположим, что 1) Xftc=R+'", Xft —вы­
пукло, замкнуто, причем x + R/crX* VxGXk и Vk; 2) отноше­
ние предпочтения Ь-
А
 является непрерывным, выпуклым на Xk\ 
хЬкУ, если x > у , если же, сверх того x ^ y - . т о хЬ~
к
у\ 3) wkS 
•&ntXit vk. Тогда, если Р не пусто, существует равновесие 
при негибких ценах такое, что Lk = Lr, ek='er, vk, r'. 
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Требование (с) относительно знаков Lh и условие (d) яв­
ляются реализацией принципов I, II применительно к рассмат­
риваемой модели. Кроме того, согласно (с), сбережения не дол­
жны подвергаться рационированию. Условие (е) означает, что 
рационирование допустимо лишь в том случае, когда исчерпаны 
возможности ценового регулирования. 
Из приведенной теоремы следует существование бесконечно 
многих различных равновесий. Чтобы устранить неопределен­
ность и более точно отразить реальность в [67, 61], были пред­
ложены более общие понятия схемы рационирования и, соот­
ветственно, переформулировано (с). Однако и в этих работах 
рационирование не зависит от спроса («заявок») участников, 
как это имеет место в некоторых реальных системах. Подход, 
разработанный в [44], лишен этого недостатка. Опубликован 
также ряд других моделей рационируемого равновесия, описы­
вающих процессы экономического роста, монополистической 
конкуренции, учитывающих случайные факторы и т. п. Их со­
поставлению и анализу посвящены обзорные работы [57, 49]. 
В рамках нового подхода началось изучение проблем един­
ственности и сравнительной статики f66], рассматриваются 
также процедуры взаимодействия, обеспечивающие достижение 
равновесных состояний [45]. 
Для теории плановой экономики особенно важное значение 
имеет вопрос об оптимальности равновесия при негибких це­
нах. Остановимся на нем более подробно. 
Назовем ресурс i дефицитным, если в состоянии равновесия 
xhi—Whi = Lhi хотя бы для одного k и недифицитным — в про­
тивном случае. Из условий I) и 2) теоремы существования лег­
ко следует, что равновесное распределение благ {x/,}.m нельзя 
улучшить (в смысле Парето) путем парных обменов какого-ли­
бо дефицитного продукта па исдефицитиый. Вместе с тем, из­
вестно, что равновесие при негибких ценах, в отличие от класси­
ческого, не обязано быть Парето — оптимальным не только на 
множестве 
-#0-= {.**} 2(x/.~-«>*)<о, х
к
ехХ 
к 
но даже и на более узком множестве 
9$
х
 = ^
п
 П {{х
к
)Г | ^реР: рх
к
 = 0 v/e}. 
Возникает важный вопрос о характеризации оптимальных 
в том или ином смысле равновесных состояний. Для сравни­
тельно простой производственной модели при р — Р эта пробле­
ма изучалась в [8—10] (ссылки на более ранние публикации 
см. в [8]) . За исключением весьма специальных ситуаций, по­
ка получены лишь необходимые условия оптимальности. 
Если отказаться от принципа I, то нетрудно указать меха­
низмы, обеспечивающие Парето-оптималыюсть на множестве Зв\ 
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при р=Я; при рфр задача конструирования такого механизма 
оказывается более сложной и пока ие решена [51]. 
Для случая р=-Р=р в [43, 34] изучался вопрос о существо­
вании сбалансированного распределения ресурсов (см. (в)),. 
Парето-оптимальвого на •#?- и удовлетворяющего бюджетным 
равенствам: pxh=pwk vk. В [34] такое распределение названо 
p-оптимумом и доказана следующая теорема. 
Т е о р е м а . Если X,-iR+n , whQR+n, а предпочтение > h мож­
но представить непрерывными, вогнутыми функциями, строго 
возрастающими по всем аргументам, то p-оптимум существует. 
В [34] отмечено, что вместо вогнутости можно использовать 
более слабое предположение строгой квазивогнутости; указаны 
также достаточные условия единственности р-штимума. 
Новые концепции равновесия уже находят применение в. 
конкретных расчетах (ссылки см. в [56]) и обещают в ближай­
шем будущем стать фундаментом математической микроэконо­
мики. 
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